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RESUMEN
Este trabajo propone una posible respuesta al problema ¿Cómo contribuir en el proceso de
abstracción de los objetos geométricos del espacio, potenciando niveles de razonamiento a través
de poliedros y del uso de herramientas tecnológicas?Se ofrece como un aporte didáctico para
ser aplicado y desarrollado por estudiantes del ciclo III cuyas edades oscilan entre los 10 y los
14 años.
Las actividades propuestas en este trabajo se construyeron en forma secuencial teniendo en
cuenta; cómo evoluciona en los estudiantes el razonamiento geométrico y las distintas fases
del aprendizaje según el modelo Van Hiele. Se estudiaron los teoremas de Euler, Cauchy y
Alexandrov en lo relativo a la matemática de los poliedros y se hizo uso del software CABRI 3D
como herramienta para mostrar distintas formas de representación bidimensional de los mismos.
Palabras clave: poliedro, poliedro convexo, polígono, razonamiento geométrico, pensamiento
espacial, software CABRI 3D, Teorema de Alexandrov y Modelo de Van Hiele.
ABSTRACT:
This project proposal a possible answer to the problem ¿How to contribute to the process of
abstraction of geometric space, boosting levels of reasoning through of polyedra and the use of
technological tools?. This o¤ered as a contribution to be taught, applied, and, developed by
Cycle III students aged between 10 and 14.
The proposed activities were made sequentially taking into account; how does the geometric
reasoning evolve smong students and the di¤erent phases of learning according to the Van
Hiele model. We studied the Eulers theorem, Cauchys and Alexandrovs with regard to the
mathematics of polyhedra and the use of CABRI 3D software as a tool to display di¤erent forms
of two-dimensional representation of them.
Keywords: polyhedron, convex polyhedron, polygon, geometric reasoning, spatial thinking,
CABRI 3D software, Alexandros theorem and Van Hiele model.
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Capítulo 1
Introducción
Los objetos matemáticos son entes abstractos, pero para acceder a ellos nos vale-
mos de objetos manipulables (lo tangible y gráco textual) para evocar y represen-
tar dichos objetos, pero estas representaciones tienen implicaciones que inciden
sobre las percepciones que el sujeto tiene de dichos objetos, percepciones que
pueden obedecer a un sesgo en torno a la concepción o signicado del objeto.
Uno de los problemas prioritarios a trabajar con los estudiantes es su dicultad
para abstraer los objetos geométricos del espacio (punto, recta, plano, poliedro,
polígono). De acuerdo con Godino[14], los conceptos matemáticos, no están plas-
mados, en el material tangible ya que son entidades abstractas, es necesario re-
currir a objetos manipulables para evocar o representar dichos conceptos. Pero el
paso de la acción sobre los objetos a la abstracción reviste complejidad, es por eso
necesario que los docentes reexionen sobre la intención y la función del recurso
pues el material en si es inerte; es necesario por tanto acceder al objeto matemáti-
co desde sus distintos sistemas de representación para acercarse al signicado de
éste, sin priorizar sobre una única representación, como usualmente se hace en
la escuela. (i.e se vale sólo de representaciones bidimensionales para los objetos
tridimensionales y además se usa la misma representación gráca).
La presente propuesta, busca generar razonamiento geométrico a partir del con-
cepto de poliedro, potenciando el pensamiento espacial, y su conceptualización, de
acuerdo con los lineamientos curriculares jados por el Ministerio de Educación
Nacional para el área de matemáticas. De igual manera se profundiza en la historia
del devenir de los conceptos matemáticos, así como en la necesidad de claricar
los conceptos básicos desde distintas perspectivas teóricas. Esto permite hacer la
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transposición didáctica de los objetos matemáticos de una manera sencilla.
Esta propuesta contempla tres capítulos: En el primero, se aborda el marco históri-
co, mostrando la forma como los poliedros han sido estudiados desde las matemáti-
cas, pero también, desde el arte y la losofía. En cada disciplina, reciben un
tratamiento diferenciado pero siempre inspirador. Los poliedros se relacionan con
los objetos de la naturaleza y en las composiciones artísticas como elementos de
gran belleza.
El segundo capítulo, trata sobre conceptos básicos y propiedades de los poliedros,
además, a partir del desarrollo teórico de algunos investigadores se hace un estudio
de teoremas fundamentales como son los de Euler, Cauchy y Alexandrov[16]. Éste
último es el que determina cuándo se puede construir un poliedro a partir de un
polígono.
El tercer capítulo comienza con el sustento teórico, didáctico y metodológico bajo
el cual se construyó la propuesta didáctica y naliza con el resultado: una cartilla
titulada De los poliedros a los polígonos.
Las actividades propuestas en la cartilla se construyeron en forma secuencial te-
niendo en cuenta; cómo evoluciona en los estudiantes el razonamiento geométrico
y las distintas fases del aprendizaje según el modelo Van Hiele. Además, buscan-
do acceder a distintas representaciones de los poliedros se hizo uso del software
CABRI 3D y de material concreto.
Capítulo 2
RESEÑA HISTORICA
En el transcurso de este capítulo, se recorrerá la historia de los poliedros, sus
primeros reconocimientos, como objetos matemáticos, y su relevancia en la ac-
tualidad. Después, se denirán los sólidos platónicos y se mostrará partir de la
modicación de algunas de sus propiedades, como surgen otros sólidos de carac-
terísticas similares e igual belleza: los sólidos de Arquímedes, Kepler y Catalán.
A continuación, la gran cantidad de usos que tienen estas guras en el arte, por
parte de muchos pintores en diferentes épocas, y tal vez así, se llegue a entender
por qué son unos elementos que resultan tan familiares. Para ello, se hablará de
libros como los Elementos de Euclides, y de genios como Arquímedes, Kepler,
Leonardo da Vinci, Luca Pacioli, Euler, Cauchy y Alexandrov.
2.1. LA PREHISTORIA
Figura 1: Sólidos regulares neolíticos de Escocia (2000 a.C) ( Ashmolean
Museum de Oxford).
Con exactitud, no se sabe en qué momento llegaron a conocerse los poliedros
en la antigüedad. Los arqueólogos han hallado unas bolas labradas en piedra
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en Escocia (2000 a.C) con formas de cubo, dodecaedro, icosaedro, tetraedro y
octaedro(gura 1), al igual se ha hallado en Pádova (Italia 500 a.C), un dodecaedro
etrusco que probablemente era usado como juguete o decoración(gura 2) y una
evidencia más, las pirámides de Egipto (2500a.C), lo que permite pensar que
pueblos neolíticos conocían los poliedros como objetos físicos, los identicaban
pero no hacían parte de una teoría matemática, estos objetos tenían una mejor
conexión con aspectos místicos y religiosos y fueron observados en la naturaleza
en las formas de algunos minerales como la pirita o en los esqueletos de animales
marinos como la radiolaria(gura 3).
2.2. LA ANTIGÜEDAD(de 3300 aC a 476)
Al revisar los antecedentes, el estudio de los poliedros aparece con el análisis de
los poliedros regulares convexos llamados en la actualidad Sólidos Platónicos.
Sobre el conocimiento de los cinco poliedros regulares convexos en la historia
aparecen varias versiones, una de ellas expone que Pitágoras (582 aC- 500 aC)
asoció los cuatro elementos primarios: fuego, agua, aire y tierra con los sólidos:
tetraedro, icosaedro, octaedro y cubo respectivamente, mientras el quinto cuerpo:
el dodecaedro lo asociaba con el cosmos. Según Guzmán[2], este último sólido era
para ellos fascinante debido a que todas sus caras tenían forma de pentágono reg-
ular y éste tenía relación con su símbolo emblemático, la estrella pentagonal. Los
pitagóricos no querían que se conocieran la construcción del dodecaedro, porque
se evidenciaba el concepto de inconmensurabilidad . Por primera vez en la historia
se llamaron a estos cinco poliedros, los sólidos Pitagóricos.
También se comenta que Pitágoras se interesó por los poliedros desde su infancia
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debido a la observación de las formas geométricas de los minerales ya que su padre
era grabador de piedras preciosas y en el sur de Italia, donde vivió, los cristales
de pirita en forma de dodecaedro son abundantes.
Otros historiadores arman que los Pitagóricos, sólo conocían la construcción del
cubo, el tetraedro y el dodecaedro y fueron quienes comenzaron un estudio sobre
los poliedros regulares, partiendo del hecho de que los polígonos regulares pueden
inscribirse en una circunferencia, estudiaron los poliedros regulares inscritos en la
esfera y que fue Teeteto (415-369a.C) el primero en desarrollar una teoría general
de los sólidos regulares, añadiendo explícitamente el octaedro e icosaedro a los
sólidos conocidos anteriormente [3] pág 42.
2.2.1. Los sólidos platónicos
Después de los Pitagóricos, Platón (428 a.C-347 a.C) y su escuela estudiaron los
poliedros regulares convexos, pero al contrario de los Pitagóricos no se preocupa-
ban por mantenerlo en secreto.
Platón escribiò varios Diálogos que se reeren a la matemática, entre los más
citados están: El Fedón, Timeo, Epinomis y Teeteto, este último en homenaje a
su amigo muerto. En su diálogo Timeo, Platón pone en boca de Timeo de Locri
estas palabras El fuego está formado por tetraedros; el aire, de octaedros; el
agua, de icosaedros; la tierra de cubos. . . además de dar la siguientes razones; a
la tierra le corresponde el cubo (hexaedro) porque es la forma más sólida y menos
móvil, al fuego corresponde el Tetraedro por ser el sólido más móvil y agudo, al
agua, la gura menos móvil: el icosaedro y al aire, el octaedro por ser intermedio
entre el fuego y el agua[3] pág 44.
Según Platón: Aún, quedaba una construcción la quinta y Dios la usó para el
todo, adornándola con una serie de imágenes animales [5] esa quinta recibe el
nombre de dodecaedro, considerándola como el cuerpo que envuelve la totalidad
del universo. Desde entonces, los sólidos Pitagóricos pasaron a llamarse sólidos
Platónicos.
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Figura 5: Sólidos Platonicos
Platón veía los poliedros regulares como cuerpos bellos y perfectos creados por
Dios, que a pesar de ser diferentes se podían construir unos a partir de otros.
Platón no estudio de los elementos poliedros regulares convexos (volumen, altura,
área, etc) sino que tomó únicamente los límites, es decir sus supercies, se dedicó a
dividir los sólidos platónicos en triángulos elementales que correspondìa a triángu-
los rectángulos de dos clases: isósceles y escaleno. Por ejemplo, la descripción que
Platón da en el Timeo para el icosaedro es; la tercera especie está formada por
el agrupamiento de 120 triángulos elementales, es decir, por 12 ángulos sólidos,
donde cada uno está comprendido entre 5 triángulos planos equiláteros, y tienen
20 bases que son 20 triángulos equiláteros[1].
Sin embargo, quien formaliza y da a los sólidos platónicos la connotación de el-
ementos matemáticos es Euclides (siglo IV y III a.C), quien en el libro XIII de
los Elementos, aporta proposiciones fundamentales orientadas a la construcción
de los 5 poliedros regulares (proposición 13 a la 17), además de aportar una
demostración, de porqué sólo existen 5 poliedros regulares (la demostración se
podrá ver en el siguiente capítulo).
Los matemáticos griegos de esa época hablaban bastante sobre los sólidos platóni-
cos y se podía identicarlos, pero aún no los habían denido, la idea que se tenía
hasta entonces de un poliedro regular es aquel cuyas caras son polígonos regulares,
es decir, todas sus caras tiene la misma forma (gura 6), pero esta condición no
era suciente ya que podrían tener un poliedro construido con polígonos regulares
pero no ser un sólido platónico. Surge entonces la condición que las caras son
polígonos regulares congruentes, pero esta denición tampoco describe comple-
tamente a los sólidos platónicos, de hecho, se verá más adelante, que algunos de
estos son los sólidos de Kepler (gura 7).
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Finalmente un sólido platónico es un poliedro convexo cuyas caras son polígonos
regulares congruentes, en los que concurren en cada vértice igual número de caras.
A partir de aquí, en la historia de los poliedros comienzan a aparecer otros nuevos,
modicando algunas de las condiciones de los sólidos platónicos.
2.2.2. Sólidos de Arquímedes
Los sólidos de Arquímedes (287-212 a.C) son poliedros cuyas caras son polígonos
regulares, no todas iguales, en ellos se mantiene la condición de convexidad e igual
cantidad de caras que concurren en cada vértice.
Se dividen en:
Sólidos Arquimedianos: Reciben el nombre debido a Arquímedes quien los es-
tudió ampliamente, y clasicó. Existen exactamente 13. Once de ellos se obtienen
truncando sólidos platónicos. Son el tetraedro truncado, el cuboctaedro, el cubo
truncado, el octaedro truncado, el rombicuboctaedro, el cuboctaedro truncado, el
icosidodecaedro, el dodecaedro truncado, el icosaedro truncado (balón de futbol),
el rombicosidodecaedro y el icosidodecaedro truncado. Los nombres que reciben
están, compuestos por el poliedro que es truncado y por el poliedro que lo trunca
(gura 8).
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Figura 8: Sólidos Arquimedianos
Prismas y antiprismas: Los prismas son poliedros compuestos, Arquímedes los
denió como dos polígonos regulares situados en planos paralelos, y las demás
caras son cuadrados. A los antiprismas, los caracterizó uniendo los polígonos reg-
ulares paralelos por medio de triángulos equiláteros.
2.3. SÓLIDOS DE CATALÁN
En el siglo XIX, Eugène Catalán (1814-1894), retoma los sólidos platónicos, y
construye unos nuevos modicando la condición de los polígonos regulares. Para
construirlos, vuelve a exigir que todas las caras sean iguales entre sí, es decir,
todas las caras son triángulos o todas son cuadriláteros o todas son pentágono. Lo
cual genera que el número de caras que concurren en cada vértice cambie. Existen
13 sólidos creados por él, estos son: el triaquistetraedro, el dodecaedro rómbico, el
triaquisoctaedro, el tetraquishexaedro, el icositetraedro deltoidal, el hexaquisoc-
taedro, el icositetraedro pentagonal, el triacontaedro rómbico, el triaquisicosaedro,
el pentaquisdodecaedro, el hexecontaedro deltoidal, el hexaquisicosaedro y el hex-
econtaedro pentagonal.
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Figura 9 : Sólidos de Catalán
2.4. LOS ARTISTAS EN EL RENACIMIENTO (siglos
XV y principios del siglo XVI)
Después de Euclides, otros personajes de la historia han tenido en cuenta a los
sólidos Platónicos, no sólo por su concepción matemática, sino por su belleza:
La mayor vinculación entre los sólidos y el arte, se dio probablemente en el Re-
nacimiento. Con el interés por estudiar los saberes antiguos, renacen las matemáti-
cas, y una de las primeras obras que se lee es Los Elementosde Euclides.
Los sólidos platónicos cobran importancia entre los matemáticos y artistas que
los dibujaban y a los que atribuían gran belleza y casi perfección. Pintores como
Paolo Uccello (1397-1475), o Piero della Francesca (1410-1492), empezaron a uti-
lizar los poliedros como herramienta para desarrollar determinados aspectos de la
perspectiva. Este último, realizó novedosas perspectivas y trabajos inspirados, en
cierto sentido, en los sólidos, pero sus técnicas fueron olvidadas y posteriormente
atribuidas a Luca Pacioli.
Piero della Francesca fue un experto en relacionar los diversos poliedros; obtuvo
unos a partir de otros y los inscribió sucesivamente. De esta forma, además del
posible número de polígonos regulares en el plano (innitos) y de poliedros reg-
ulares en el espacio (sólo cinco) aparece otra distinción signicativa entre ambos
tipos de entes: mientras que en el plano, el triángulo, el cuadrado y el pentágono,
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por ejemplo, son geométrica y algebraicamente independientes unos de otros, los
cinco poliedros regulares guardan entre sí íntimas relaciones estructurales. De
ellas la más elemental es llamada dualidad o reciprocidad poliédrica, según la cual
el sólido cuyos vértices son los centros de las caras de uno platónico también es
platónico y también el sólido determinado por los planos tangentes en los vértices
a la esfera circunscrita a un sólido platónico también es platónico Un poliedro y
su dual tienen el mismo número de lados y el número de caras de uno es igual al
número de vértices del otro[12].
Fray Luca Bartolomeo Pacioli (1445-1514), matemático italiano precursor de la
probabilidad y la contabilidad, hizo varias publicaciones entre las cuales desta-
caba De divina proportione de 1509. Un aspecto importante de esta obra, es la
incorporación de dibujos sobre sólidos platónicos de Leonardo da Vinci. Además
de sólidos platónicos, Leonardo dibuja la primera imagen de un rombicuboctaedro
(gura 9), de la que se tiene noticia, aparte de otra gran variedad de poliedros.
Figura 10: Rombicuboctaedro Pintado por Leonardo
Alberto Durero (1471-1528) centró su atención en los poliedros, ya que éstos le
servían de modelos en sus estudios de perspectiva, además, introdujo el estudio de
los poliedros mediante el dibujo de sus desarrollos, construyendo por vez primera,
desarrollos para el dodecaedro y para otros poliedros regulares [3].
"La belleza y el misterio de los sólidos regulares que alumbraron los pitagóricos y
encantaron a los platónicos continúan fascinando en la actualidad, tanto como en
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el renacimiento, inspirando la fantasía a todo tipo de artistas.
Hoy en día hay una corriente artística, muy ligada al mundo cientíco, cuyas
obras representan guras de poliedros o de sus deformaciones que consiguen en
sus diseños creaciones muy bellas. Numerosas ilustraciones y referencias muy doc-
umentadas de ellas se pueden encontrar en la Internet Destaca especialmente por
su rigor geométrico, histórico y estético la página web de George Hart".
www.georgehart.com/virtual-polyhedra/vp.html.
Figura 11: Recreación poliédrica del rostro de Beethoven, reminiscencia actual
de las ideas de Platón y de Durero.
2.5. LOS TIEMPOS MODERNOS (492 a 1789)
Los matemáticos del Renacimiento, casi XX siglos después de Platón, reviven
el estudio de los poliedros; Johannes Kepler (1571-1630) relaciona los cuerpos
Platónicos con las trayectorias de los planetas por su forma esferoide y circular. En
1596 Kepler publicó un escrito titulado; El Misterio Cósmico, donde establece
una relación entre cada uno de los cinco sólidos Platónicos con cinco planetas y
el sexto planeta (de los conocidos hasta entonces), lo relaciona con la esfera: el
Modelo de Kepler(gura 11). Él pensó que las órbitas de los seis planetas podían
situarse en seis esferas concéntricas cuyos radios eran precisamente los justos para
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que la segunda, tercera, cuarta y quinta estuvieran simultáneamente circunscritas
a un poliedro regular e inscrita en el siguiente. Kepler demostraría que las órbitas
de los planetas no siguen círculos como lo había establecido Tolomeo en el siglo II,
sino elipses, lo que le mostraría que su modelo no era muy adecuado abandonando
esta idea.
Figura 12: Modelo de Kepler
Finalmente Kepler descubrió; un poliedro jamás visto: la stella octangula y dos
poliedros regulares no convexos (gura 12).
Figura 13
René Descartes (1596-1650) estableció una relación entre vértices, aristas y caras
de los sólidos Platónicos sin dejar demostración de esto.
Más tarde Leonard Euler (1707-1783) concreta las ideas de Descartes en ecuaciones
matemáticas, dando una demostración formal, llegando así a la conclusión de que
no existen más de cinco poliedros regulares convexos. En 1750 arma que en todo
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poliedro regular convexo, el número de aristas (A) aumentado en dos es igual al
número caras (C) más vértices (V), es decir:
V + C = A+ 2
2.6. LA ÈPOCACOMTEMPORÁNEA (desde 1789 hasta
estos días)
Otros aportes dados al conocimiento y estudio de los poliedros fueron dados por:
Louis Poinsot (1777-1859) descubre dos de los poliedros regulares no convex-
os(gura 13).
Figura 14
Augustin Cauchy (1789-1857) Demuestra que existen sólo cuatro poliedros reg-
ulares no convexos (Kepler y Poinsot). Además en 1813 demuestra, que no posible
cambiar el ángulo diédrico de un poliedro sin que cambien las caras, es decir, que
dos poliedros con caras congruentes son congruentes.
Henri Poincaré (1854-1912) demuestra y generaliza la fórmula de Euler aplicán-
dola a poliedros.
Ludwig Schläi (1814-1895) inventa una notación combinatoria de poliedros y
descubre los polítopos.
Víctor Schlegel (1843-1905) inventa una proyección de un poliedro en un plano,
diagrama Schlegel.
El diagrama de Schlegel de un poliedro, es una representación que lleva las aristas
de un poliedro a un diseño en el plano (gura 14). Es como si un objeto tridi-
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mensional se aplanara. Pero hay que acercarse mucho, de forma que veremos un
polígono grande y otros más pequeños en su interior [3] Pág 186.
Figura 15
WillemWytho¤Abraham (1865-1939) Intento mostrar un nuevo método para
construir poliedros uniformes, sino que también inventa una nueva notación sim-
bólica de estos poliedros.
Harold SM Coxeter (1907-2003) generalizaciòn de los poliedros a la polítopos.
A. D. Alexandrov (1912-1999) establece la existencia de un poliedro convexo
con un desarrollo dado.
Hans Freudenthal y B.L.Waerden (1947), investigaron y clasicaron una nue-
va familia de poliedros convexos, aquellos cuyas caras son todas triángulos equi-
láteros. Llamados deltaedros.
Norman W. Johnson establece, en 1966, la lista de los 92 poliedros uniformes
convexos con caras no regulares.
En conclusión han sido muchos los aportes al estudio de los poliedros debido a
que han inspirado a lósofos, matemáticos y artistas.
El marco histórico presentó situaciones matemáticas que se profundizan en el capí-
tulo siguiente, enfocando el estudio de los poliedros a poliedros convexos y hacia
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la creación de elementos que sirvan de ayuda para el desarrollo del pensamiento
espacial.
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Capítulo 3
MATEMÁTICAS DE LOS
POLIEDROS
3.1. CONCEPTOS BÁSICOS
Para dar inicio al estudio de los poliedros, es necesario aclarar y tener en cuenta
algunos elementos de geometría, para tal n, se comenzará con la denición de
poliedro dada por Alexandov [15] Pág 7.
Denition 1 Un poliedro, es un sólido limitado por un número nito de polí-
gonos.
La supercie del poliedro se llama supercie poliédrica y está conformada por un
número nito de polígonos.
Los polígonos que forman un poliedro (o delimitan un poliedro sólido) se conocen
como las caras del poliedro. Aclaremos que si dos polígonos coplanares comparten
uno de sus lados o vértices se tratan como un polígono único, es decir, como una
sola cara. Los lados y vértices de las caras de un poliedro se conocen como los
bordes y vértices del poliedro.
Denition 2 Un polígono es una gura plana limitada por un número nito de
segmentos que se unen sólo en sus extremos, de tal manera que como máximo dos
segmentos se encuentran en un punto y cada segmento toca exactamente a otros
dos.
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La última condición de la denición de polígono aclara porque dos triángulos que
se tocan en un vértice son considerados como dos polígonos en lugar de un único
polígono.
Los polígonos pueden ser convexos o cóncavos, un polígono es convexo si al pro-
longar todos sus lados, las prolongaciones no cortan ningún lado del polígono. Se
dirá que es cóncavo si no es convexo.
Los polígonos se clasican en regulares e irregulares. Un polígono es regular cuando
las longitudes de sus lados son iguales y sus ángulos son congruentes.
A partir de los polígonos regulares se obtienen los poliedros regulares, pero ¿Qué
es un poliedro regular? Para responder esto, primero se debe saber que es un
ángulo diedro y que es un ángulo poliedro.
Denition 3 Dos semiplanos no coplanarios con la misma frontera forman un
ángulo diedro (gura 1). Los semiplanos se llaman caras del ángulo y la frontera
común a las dos caras se llama arista.
Figura 1: Ángulo diedro
Denition 4 Un ángulo poliedro es la porción de espacio limitada por tres o más
semiplanos que concurren en un punto llamado vértice (gura 2).
Los semiplanos se llaman caras del ángulo y la frontera común a las dos caras se
llama arista.
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Figura 2: Ángulo poliedro
Los ángulos poliedros se clasican según el número de caras que concurran en
el vértice, para el ángulo triedro concurren tres caras, para el ángulo tetraedro
concurren cuatro caras, para el ángulo pentaedro concurren cinco caras y así
sucesivamente.
Denition 5 Cuando un plano corta todas las aristas de un ángulo poliedro, de
tal manera que la intersección entre el plano y las caras determinan un polígono
convexo entonces se dice que el ángulo poliedro es convexo (gura3).
Figura 3:Angulos poliedro convexo y cóncavo
Denition 6 Un poliedro es convexo, si al trazar un plano que contenga a cualquiera
de sus caras, éste deja a todo el poliedro en un mismo semiespacio respecto a él.
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3.2. ALGUNAS FAMILIAS DE POLIEDROS
Entre los distintos poliedros que existen se distinguen:
3.2.1. Poliedros regulares
Un poliedro es regular, si sus caras son polígonos regulares. Ejemplos de estos
poliedros son los sólidos de Arquímedes y los de Kepler-Poinsot.
3.2.2. Poliedros regulares convexos o sólidos platónicos:
Son poliedros que tienen sus caras limitadas por polígonos regulares congruentes y
donde todos sus ángulos poliedros son congruentes. Un ejemplo de estos poliedros
son los sólidos Platónicos.
3.2.3. Poliedros irregulares
Son aquellos poliedros que tiene caras y ángulos desiguales.
3.2.4. Prismas
Son poliedros con un par de caras congruentes (bases), localizadas en planos
paralelos y todas las demás caras son paralelogramos.
3.2.5. Pirámides
Son poliedros con una cara la cual es un polígono (base) y las otras caras son
triángulos que concurren en un punto que se llama ápice.
Caracterización de Prismas y Pirámides a partir del numero de lados
de la base.
El número de caras, vèrtices y aristas de los prismas y las pirámides dependen del
número de lados del polígono de sus bases. Generalizando, cuando las bases son
polígonos de n lados:
 Un prisma tiene 2n vértices, 3n aristas y n+2 caras.
 Una pirámide tiene n+1 vértices, 2n aristas y n+1 caras.
Theorem 7 En todo ángulo poliedro convexo la suma de los ángulos de las caras
es menor que cuatro rectos.
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3.3. POLIEDROS CONVEXOS
En esta parte del trabajo sólo se consideran los poliedros convexos. Se darán una
serie de deniciones, teoremas y transformaciones que permitirán comprender las
demostraciones de los Teorema de Euler y Cauchy. Esta teoría sobre poliedros
convexos fué tomada del libro "Convex Figure and Polyhedra"[16]
3.3.1. Teorema de Euler
Theorem 8 En todo poliedro convexo, el número de vértices (m) más el número
de caras (n) menos el número de líneas (l) es igual a dos.
m+ n  l = 2:
La prueba del Teorema de Euler se hará posteriormente.(Ver pág 25).
Acontinuación se introduce el concepto de red, el cual será util para desarrollos
posteriores.
Denition 9 Una red sobre una supercie es un conjunto de puntos (nodos),
líneas y regiones (subconjuntos de la supercie) donde cada línea de la red conecta
sus nodos (gura 4).
Nota: Una red cualquiera tiene las siguientes propiedades.
 Los nodos descansan solamente en los extremos de las líneas.
 Dos líneas pueden tener un punto en común solamente sobre sus puntos
extremos.
 Las líneas de la red dividen la supercie, en regiones.
 Las líneas de la red no se cortan.
Example 10 Los puntosA1; A2; : : : ; A6 son los nodos de la red. Los lados a1; a2; : : : ; a8
son las líneas de la red. Q1; Q2; : : : ; Q4 son las regiones de la red.
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Verifiquemos la  relación
de Euler para la red.
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Figura 4: Una red
Example 11 En la supercie de los poliedros se tendrá una red natural en la cual
los vértices son nodos, las aristas son líneas, y las caras son las regiones.
Verifiquemos la
relación de Euler.
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Verifiquemos la
relación de Euler.
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Figura 5: Poliedros
Example 12 Un polígono con un número nito de vértices en el plano es una red
que consiste en n nodos (los vértices del polígono),m líneas (los lados del polígono)
y 2 regiones. Aquí, dos lados no pueden tener en común un punto excepto quizás
en sus puntos extremos. Un polígono divide el plano en dos regiones.
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Comprobemos la  relación
de Euler.
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Figura 6: Un polígono
Example 13 Una red compuesta por un nodo, una línea simple cerrada (lazo) y
dos regiones, también verica la relación de Euler.
Verifiquemos la
relación de Euler.
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Figura 7: Una red
Denition 14 Una red primitiva, es una red que consiste en un único nodo y una
única región (gura 8).
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Comprobemos la  relación de Euler.
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Figura 8: Red primitiva
Denition 15 Una red es conectada, si se puede ir de uno de sus nodos a cualquier
otro manteniéndose sobre las líneas de la red.
Denition 16 Si en una red, K es el número más pequeño de lados necesarios
para ir desde un nodo A a un nodo B de la red, entonces diremos que B está
situado a K pasos de A.
Denition 17 Si m, n, y l denotan el número de nodos, regiones y líneas, re-
spectivamente, entonces m + n   l se denomina la característica de Euler de la
red.
Theorem 18 Para cualquier red sobre una supercie convexa, la característica
de Euler es igual a dos.
Nótese que el teorema de Euler, es un caso especial del Teorema 2.3.12 (En la me-
dida en que los nodos, líneas y regiones de la correspondiente red son los vértices,
aristas, y caras del poliedro).
3.3.2. Ejemplo de una supercie no convexa
La cinta de Möbius es una supercie no convexa.
La cinta de Möbius es uno de esos objetos geométricos que rozan la magia. Fue
codescubierta en forma independiente por los matemáticos alemanes August Fer-
dinand Möbius y Johann Benedict Listing en 1858, y no es más que una cinta de
papel cuyos extremos se han unido girándolos.
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Sorprendetemente la cinta de Möbius, tiene una única cara y un sólo borde.
Verifiquemos  la  relación de Euler.
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Para algunas superficies no convexas el
teorema de Euler no se cumple.
Figura 9: Cinta de Möbius
3.3.3. Transformación de una red
Las siguientes dos operaciones transforman redes en redes más complejas. Es-
tas operaciones se llamarán aumentaciones de primera clase y segunda clase. El
objetivo de estas transformaciones es la construcción de redes sin modicar la
característica de Euler.
Aumentación de primera clase:
Desde el nodo de una red K, se dibuja la línea AB (que no tiene puntos en común
con otra línea de la red excepto sus puntos extremos) donde el segundo punto
terminal de esta línea no pertenece a la red. Como resultado de esta operación se
obtiene una nueva red K´ que tiene una nueva línea y un nuevo nodo a saber la
línea AB y el nodo B.
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Figura 10: Aumentación de primera clase
Aumentación de segunda clase:
Si en una redK;C yD son dos de sus nodos, agregamos una línea CD que no hace
parte de la red, esta nueva operación permite obtener una nueva red Kque tiene
los mismos nodos de K, una línea adicional a saber la línea CD y dos regiones
R1; R2 que se obtienen a partir de una región R de la red K que es dividida por
la línea CD.
Figura 11: Aumentación de segunda clase
Proposición 19 La característica de Euler no cambia al efectuar aumentaciones
de primera y segunda clase sobre redes planas.
Proof. Para aumentación de primera clase: Si para la red K el número de
nodos, regiones, y líneas son iguales a m;n y l, entonces en la red Kson m;n+1
y l + 1, respectivamente. La característica de Euler es la misma en las dos redes.
Para aumentaciones de segunda clase: Si para la red K el número de nodos,
regiones, y líneas son iguales a m; n y l, entonces en la red K son, m + 1; n y
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l + 1, respectivamente. La característica de Euler es la misma en las redes K y
K.
Como una consecuencia de la proposición 2.3.13tenemos los siguientes dos resul-
tados.
Lemma 20 Las aumentaciones de primera y segunda clase no afectan la caracterís-
tica de Euler denidas sobre una supercie convexa.
Lemma 21 Cualquier red conectada K sobre una supercie convexa, proviene de
una red primitiva, al aplicar sucesivamente aumentaciones de primera y segunda
clase.
3.3.4. Demostración del teorema de Euler para redes
Denition 22 Diámetro de una red K, es el número de pasos máximo que separan
dos nodos de la red.
Theorem 23 Para cualquier red sobre una supercie convexa, la característica
de Euler es igual a dos.
Proof. (Por inducción sobre el diámetro de la red)
Sea K una red conexa con diámetro n. Si n = 0, entonces K es la red primitiva
y por tanto su característica de Euler es igual a 2.
Supongamos que el resultado se tiene para toda red que tiene a lo sumo diámetro
n  1, para n  1. Consideremos una red K con diámetro n.
Sea A un nodo de K. Por aumentaciones de primera y segunda clase podemos
obtener los vértices A1; A2; : : : ; Ar que están a n pasos de A. Si eliminamos dichos
nodos A1; A2; : : : ; Ar y las líneas incidentes a estos nodos obtenemos una nueva
red sobre Kcuyo diámetro es a lo sumo n  1. Por la hipótesis de inducción, K
tiene característica de Euler igual 2. Como K, puede obtenerse a partir de K, por
aumentaciones de primera o segunda clase, entonces podemos concluir que K y
K tienen la misma de característica de Euler por el Lema 1.
3.3.5. Sólidos Platónicos
Como una consecuencia del teorema de Euler probaremos que hay unicamente
cinco sólidos platónicos.
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Theorem 24 Existen cinco y sólo cinco poliedros regulares convexos.
Proof. Sea P un con poliedro regular con C caras, V vértices y A aristas, cada
cara con n lados y cada vértice de orden m1. Entonces, m;n  3 y además:
(a) C +V  A = 2; ya que el Teorema de Euler se cumple para cualquier poliedro
convexo.
(b) 2A = mV , pues de cada vértice salen m aristas, todos los vértices son del
mismo orden, y además cada arista pertenece a dos caras y por tanto se cuenta
dos veces.
(c) 2A = nC dado que cada cara tiene n aristas, y cada arista pertenece a dos
caras, por tanto se cuenta dos veces.
Entonces, si multiplicamos C + V   A = 2 por mn en ambos lados, obtenemos
mnC +mnV  mnA = 2mn
Y sustituyendo (b) y (c) en (a) llegamos a la expresión A(2m+2n mn) = 2mn
de donde podemos deducir que 2m + 2n   mn > 0. Factorizando, obtenemos
que (m   2)(n   2) < 4; luego, las soluciones enteras para esta inecuación son
(3; 3); (3; 4); (3; 5); (4; 3) y (5; 3). Cada pareja ordenada tiene dos coordenadas, la
primera coordenada corresponde al orden de cada vértice del poliedro y la segunda
al número de lados de cada cara del poliedro. Por ejemplo (3,3), corresponde a un
poliedro en el que cada vértice es de orden 3 y las caras son triángulos.
3.3.6. Característica de Euler para redes discontinuas
Una red no conectada en una supercie convexa Q estácompuestas de s redes
conectadas.
Es fácil ver que en este caso, la característica de Euler para la red Q es:
m+ n  l = s+ 1 (3.1)
3.3.7. Algunas Inecuaciones
Las líneas de una red pueden ser de dos clases. Las líneas de primer tipo son todas
aquellas que limitan dos regiones (los bordes de un poliedro son una red natural).
Las líneas de segundo tipo, tienen ambas caras en la misma región. Si sobre un
1El orden de un vértice es el número de caras que concurren en él.
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circuito seguimos las fronteras de cada región en un sola dirección una línea de
segundo tipo (gura 12 ) puede ser contada dos veces.
Una región de una red es llamada k-lados, si está limitada por k líneas de la red,
en donde las líneas de segundo tipo se cuentan dos veces. Se considera las líneas
de segundo tipo como un par de lados si son cruzadas dos veces en un circuito.
Figura 12
Denotando por n2 el número de regiones de tipo 2   lados de una red, por n3 el
número de regiones de tipo 3  lados; y, en general, por nk el número de regiones
de tipo k   lados. Sí, como antes, m, l y n son respectivamente el número de
nodos, líneas, y regiones de una red, entonces
n = n2 + n3 + n4 + :::+ nk (3.2)
Además nótese que,
2l = 2n2 + 3n3 + :::+ knk (3.3)
De hecho, en general el número de lados de las regiones 2  lados de la red es 2n2,
para las regiones 3 lados de la red es 3n3, y así sucesivamente. Consecuentemente
el lado derecho de la ecuación anterior es simplemente el número de todos los
lados de todas las regiones de la red. Pero cada línea de la red fue considerada
dos veces. Una línea de primer tipo está sobre la frontera de dos regiones de la
red, por consiguiente se cuenta dos veces. Las líneas de segundo tipo representan
un par de lados concurrentes de una región. Así, se está sumando dos veces todos
los lados de una red.
De la ecuación (3;1), como s  1, se tiene:
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m+ n  l  2
o
m  2  l   n (3.4)
Multiplicando ambos lados de la ecuación (2.4) por 4 obtenemos:
4m  8  4l   4n = 2(2l)  4n (3.5)
De (3.2), (3.3) y (3.5) se tiene:
4m  8  2(2n2 + 3n3 + :::+ knk)  4(n2 + n3 + n4 + :::+ nk)
o
4m  8  2n3 + 4n4 + 6n5 + 8n6 + 10n7 + :::+ (2k   4)nk (3.6)
3.3.8. Teorema de Cauchy
¿Se puede transformar un polígono convexo en otro polígono convexo en el que
las longitudes de los lados no cambien pero los ángulos sí? Notese que en dos
dimensiones la respuesta a esta pregunta es armativa. Por ejemplo el cuadrado
ABCD (gura 12), puede ser transformado en el rombo A1B1C1D1 de tal modo
que los lados del cuadrado y del rombo tengan la misma longitud, pero los ángulos
del cuadrado se transforman en dos ángulos agudos y dos ángulos obtusos en el
rombo.
Figura 12
La versión de este problema para poliedros convexos (en tres dimensiones) es, ¿Es
posible cambiar el ángulo diédrico de un poliedro sin que cambien las caras? La
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solución a esta pregunta la dió el matemático francés Augustin Cauchy (1789-
1857) quien encontró que la respuesta es negativa. En un trabajo publicado en
1813 probó el siguiente resultado:
Theorem 25 (Cauchy) Dos poliedros convexos con caras congruentes y similar-
mente situadas tienen ángulos diédricos iguales entre sus respectivas caras.
Se probaran algunos resultados preliminares necesarios para demostrar el Teorema
de Cauchy para poliedros.
Lemma 26 Sean P = A1, A2,. . . , An un polígono convexo y P= A1, A2,. . . ,
An un polígono convexo que se obtiene transformando P de tal forma que las
longitudes de los lados satisfacen las igualdades,
A1A2 = A1A2; A2A3 = A2A3; : : : ; An 2An 1 = An 2An 1:
Si los ángulos de los vértices A2,. . . , An bajo esta transformación todos se in-
crementan o si unos se incrementan mientras otros se mantienen sin cambio,
entonces la longitud de A1An es mayor que la longitud de A1An.
Proof. Consideremos el polígono P= A1, A2,. . . , An. Supongamos que las longi-
tudes A1A2, A2A3, . . . , An 1An no cambian respecto a las longitudes del polígono
original P , mientras que uno de los ángulos de Pcambia y crece. Consideremos
que el ángulo que cambia es A1 A2A3 () en el vértice A2. Conectando A2 con
An por medio de un segmento se forma el triángulo A1 A2An. Si  se incremen-
ta, entonces el ángulo A1 A2An () se incrementa, de esta forma en el triángulo
A1 A2An cuando el ángulo  se incrementa manteniendo constantes los lados A1
A2 ,y, A2An, entonces el lado A1 An se incrementará. Ahora supongamos que el
ángulo que cambia es Aj 1 AjAj+1 (
) para cualquier 1 < j < n en el polígono,
trazando los segmentos A1Aj, y, AjAn se puede construir el triángulo A1 AjAn,
si 
 cambia y crece entonces el ángulo A1AjAn ()crece, como los lados A1 Aj,
y, AjAn se mantienen constantes, entonces el lado A1 An crece.
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Figura 13
De manera análoga se demuestra que, si un ángulo en el polígono P cambia y
decrece manteniendo las longitudes de lados A1A2; A2A3; : : : ; An 1An constantes,
entonces el lado A1An decrece. Ocurre lo mismo si cambia más de un ángulo.
Corollary 27 Si se transforma un polígono convexo en otro polígono convexo
sin cambiar las longitudes de los lados, y si bajo esta transformación uno de los
ángulos crece, entonces necesariamente alguno de los otros ángulos del polígono
decrece.
Lemma 28 Considerese una transformación de un polígono convexo sin cambiar
la longitud de sus lados. Se marcará con un signo más los ángulos que crecen y con
un signo menos los ángulos que decrecen. Sobre un circuito de todos los vértices
marcados se tendrá no menos de dos transiciones2 de signos menos a signos más.
(En total no menos de cuatro transiciones se observan).
Lemma 29 Considerese una transformación de un polígono convexo sin cambiar
la longitud de sus lados. Se marcará con un signo más los ángulos que crecen y con
un signo menos los ángulos que decrecen. Sobre un circuito de todos los vértices
marcados se tendrá no menos de dos transiciones de signos menos a signos más.
(En total no menos de cuatro transiciones se observan).
Proof. Si existe un vértice marcado con signo más, entonces, existe al menos
un vértice marcado con signo menos (como consecuencia del colorario anterior).
2Se designará cada vértice del polígono convexo con signo más (+) o con signo menos (-) . En un circuito
sucesivo de todos los vértices se podra algunas veces pasar de un vértice marcado con signo más a un vértices
marcado con un signo menos, o viceversa. Esto se llama una transición.
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Supongase que existe sólo una transición de más a menos y una transición de
menos a más. Entonces, todos los vértices con signo son divididos en dos grupos
en donde cada grupo tiene de un único signo , quizás, algunos vértices no tengan
signo. Por ejemplo, el grupo de la gura 13 puede ser C 1,C 2,D1,C 3 y B1, B2,
B3. Tomemos arbitrariamente un punto E en el límite del polígono situado entre
dos vértices con diferente signo (por ejemplo B3 y C 1) y un punto F localizado en
otro lado entre los vértices con diferente signo. El segmento EF divide al polígono
convexo en dos polígonos convexos: El polígono Q1 el cual contiene sólo vértices
con signos más y el Q2 el cual contiene sólo vértices con signos menos. Aplicando
el Lema 1 para el polígono Q1 se puede concluir que la longitud del segmento
EF crece. Aplicando el mismo teorema para Q2 se observa que la longitud del
segemento EF decrece. Así, se obtiene una contradicción lo cual prueba el teorema.
Figura 14
Como una consecuencia del Lema 29 se obtienen los siguientes resultados.
Corollary 30 Si un polígono convexo es transformado sin que las longitudes de
los lados cambien, entonces o todos los ángulos permanecen iguales o al menos
cuatro ángulos cambian.
Lemma 31 Considerese una transformación de un sólido convexo en otro sólido
convexo en el que los ángulos de las caras del vértice O no cambian (solamente
cambian los ángulos diedrales). Se marcará con un signo más las aristas del sólido
para los cuales crece el ángulo diedral y con un signo menos las aristas del sólido
para los cuales decrece el ángulo diedral. Si bajo esta transformación uno de los
ángulos diedrales cambia, entonces sobre un circuito alrededor del vértice O se
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tendrá no menos de dos transiciones de signos menos a signos más y no menos
de dos transiciones de signos más a signos menos.
3.3.9. Prueba del teorema de Cauchy
Proof. Consideremos dos poliedros Q y Q1 con correspondientes caras congru-
entes y similarmente situadas. Se marcará con un signo más las aristas del poliedro
Q para los cuales es más grande el ángulo dihedral respecto al correspondiente án-
gulo dihedral de Q1 y con un signo menos las aristas del poliedro Q para los cuales
es más pequeño el ángulo dihedral respecto al correspondiente ángulo dihedral de
Q1. Los ángulos que permanecen constantes no se marcan. Si las aristas no están
marcadas con un signo más o con un signo menos entonces los ángulos dihedrales
de Q y Q1 son iguales. En este evento el teorema está probado.
Suponiendo que existen ángulos dihedrales marcados con signos más o con signos
menos. Se llegará bajo esta suposición a una contradicción.
Supóngase que existe una arista de Q la cual está marcada con un signo más o
con un signo menos. Por el Lema 3, hay por lo menos cuatro aristas marcadas
con signos más o con signos menos, entonces sobre un circuito consecutivo de
las aristas del poliedro encontraremos no menos de cuatro cambios de signos de
menos a más y de más a menos.
Las aristas marcadas con signos más o con signos menos de una de las caras de
Q1 conforman una red K. (Cada región de esta red consiste en una o más caras
de Q1). Se denotará por a3; a4,. . . el número de 3-lados, 4-lados, 5-lados,. . . de
regiones de K:Fuera de cada nodo de K pasan no menos de cuatro aristas (cuatro
transiciones de más a menos).
Sea m el número de nodos de la red K, entonces 4m es el número mínimo de
transiciones de más a menos y de menos a más en cada vértice de la red
De otro modo, sobre un circuito de las caras de cada región de la red se en-
contrará únicamente un par de transiciones de signos más o de signos menos.
Consecuentemente, sobre los circuitos denidos por cada cara de tipo k-lados,
este número no excede k; si k es un número par, y no excede k   1 , si k es
impar. Sobre un circuito de caras de tipo 3-lados el número de transiciones de
más a menos (y viceversa) no puede exceder 2; sobre un circuito de caras de tipo
4-lados el número de transiciones no puede exceder 4; un circuito de caras de tipo
cinco-lados no puede exceder 4; el de seis y el de siete no pueden exceder 6; y
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así sucesivamente. Ahora el número de regiones tres-lados, cuatro-lados,. . . son
respectivamente igual a a3, a4,. . . , entonces en general el número de transiciones
de más a menos (y viceversa) sobre la arista no puede exceder el valor:
2a3+4a4+4a5+6a6+6a7+8a8+8a9+ : : : (3.7)
Entonces, se obtiene:
4m  2a3+4a4+4a5+ : : : (3.8)
Por otro lado, de la inecuación 3.6 se obtuvo:
4m   8  2a3+4a4+6a5+8a6+10a7+12a8+14a9+ : : : (3.9)
Sustrayendo (3.8) de (3.9) obtenemos:
 8  2a5 + 2a6 + 4a7 + 4a8 + 6a9 + : : : (3.10)
Pero el lado derecho consiste en números no negativos luego -8>0. Lo cual es
absurdo y el teorema queda probado.
Algunos grupos de investigación en Matemáticas, se han dedicado a resolver el
problema; ¿Cuándo puede un polígono doblarse en un poliedro convexo?, aunque
se han logrado avances aun es un problema abierto. El grupo de investigación
conformado por Anna Lubiw y Joseph O´Rourke[19] ha dado soluciones al prob-
lema para el polígono cruz latina (uno de los desarrollos del cubo gura 15 )
a través de algoritmos computacionales. Cabe anotar que en las investigaciones
se ha evidenciado la trascendencia del teorema de Alexandrov para resolver este
problema.
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Figura 15
3.3.10. Teorema de A. D. Alexandrov
DESARROLLO DE LOS POLIEDROS: Si se corta un poliedro convexo R a lo
largo de sus bordes, se obtiene un sistema de poligonos P1; P2; :::; Pm. Cada borde
a que antes unía dos caras ahora aparece como un lado en ambos polígonos. Se
usará un mismo símbolo para para marcar el lado común en ambos polígonos. De
igual modo un vértice A común a k caras(k  3) será marcado con un mismo
símbolo para los correspondientes polígonos que allí se unían. Cada sistema de
polígonos con lados y vértices comunmente marcados es llamado un desarrollo
de la supercie original del poliedro R. Si se une estos polígonos alrededor de sus
lados comunes será reconstruido la supercie poliedral original.
Claramente, un sistema de polígonos que forma el desarrollo de la supercie de
un poliedro convexo cerrado satisface las siguinetes condiciones:
(1) Cada lado es común a dos y sólamente a dos polígonos. Cada vértice es comun
a no menos de tres polígonos.
(2) Si n es el número de polígonos, m es el número de vértices comunes y l es el
número de lados comunes de estos polígonos, entonces se satisface la relación de
Euler: m+ n  l = 2
(3) Solamente se pueden conectar dos polígonosQ yQ
0
por un sistema de polígonos
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Q = Q0; Q1; :::; Qi = Q
0
, donde Q0 y Q1, Q1 y Q2,...,Qi 1 y Qi tienen lados
comunes.
(4) Los lados comunes de dos polígonos tienen igual longitud.
(5) La suma de los ángulos del vértice común de todos los polígonos es menor que
2.
A. D. Alexandrov prueba este notable teorema: Las condiciones enumeradas son
sucientes para mostrar que un sistema de polígonos puede ser obtenido por el
desarrollo de un poliedro convexo. Estas condiciones son sucientes para garanti-
zar que si los polígonos son unidos a lo largo de sus lados comunes, se obtiene un
poliedro convexo.
La relación que existe entre el teorema de Alexandrov y el teorema de Cauchy es:
El teorema de Alexandrov establece la existencia de un poliedro convexo con un
desarrollo dado; el teorema de Cauchy prueba que este poliedro es único.
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Capítulo 4
PROPUESTA DIDÁCTICA
4.1. MARCO CONCEPTUAL
Todos los objetos del mundo físico en que vivimos poseen alguna forma, tienen
algún tamaño y ocupan alguna posición en el espacio.
Algunas de las formas que se encuentran a nuestro alrededor son formas geométri-
cas clásicas, conocidas, estudiadas y que tienen nombres propios; el dado tiene for-
ma cúbica, el balón de futbol tiene forma esférica, la lata de gaseosa tiene forma
cilíndrica y una baldosa tiene forma cuadrada. Sin embargo no todos los objetos
tienen formas regulares en el sentido geométrico como por ejemplo una piedra.
La geometría como cuerpo de conocimiento es la ciencia que tiene por objeto
analizar y sistematizar los conocimientos espaciales. En un sentido amplio se
puede considerar la geometría como la matemática del espacio[4]
Desde la infancia, el hombre comienza a desarrollar la inteligencia espacial por
medio de experiencias táctiles y posteriormente con representaciones mentales,
permitiéndose poco a poco el conocimiento del medio en que se encuentra y la
relación que existe con él.
El pensamiento espacial maneja el espacio como percepción o como representación
mental. El espacio como percepción es el conocimiento de los objetos a partir del
contacto directo con ellos y el espacio como representación mental es el arte de
imaginar objetos cuando estos están o no presentes o de crearlos cuando nunca se
han visto.
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4.2. ALGUNAS DEFINICIONES DE PENSAMIENTO
ESPACIAL
En estos párrafos se hace énfasis en el tipo de inteligencia espacial conocida tam-
bién como pensamiento espacial; se darán a conocer algunos puntos de vista de
psicólogos y pedagogos acerca de este tipo de pensamiento y las orientaciones
dadas desde el Ministerio de Educación Nacional por medio de los estándares y
lineamientos para el área de matemáticas.
Según Jean Piaget (1896-1980), la capacidad de representación mental comienza
a la edad de dos años y se perfecciona aproximadamente desde los siete años, en
esta etapa se reconstruyen imágenes a través de la percepción, es decir, la repre-
sentación mental en el niño se logra después de trabajar la actividad perceptiva
(estadio de operaciones concretas).
Según Howard Gardner (1943) el ser humano posee siete tipos de inteligencia; cada
persona desarrolla unos más que otros, todo depende de las actividades que realiza
y del medio donde viva; por ejemplo, hay personas que adquieren la capacidad
de ubicarse espacialmente con poca dicultad en lugares desconocidos como los
navegantes y hay otras que tienen un buen desempeño con los trabajos manuales
como los artesanos.
Para Gardner la inteligencia espacial es la capacidad de percibir el mundo que
nos rodea manejando apropiadamente los espacios; incluye la habilidad para visu-
alizar, representar por medio de grácos ideas visuales o espaciales y para orien-
tarse en un contexto espacial. La inteligencia espacial supone la capacidad de re-
conocer y manipular pautas en espacios grandes (como por ejemplo los navegantes
y los pilotos) y espacios muy reducidos (como lo hacen los escultores, cirujanos,
jugadores de ajedrez, los artistas grácos y los arquitectos). Para desarrollar este
tipo de inteligencia se recomienda establecer relaciones espaciales (localización)
y hacer representaciones mentales de algo que ya se conoce o la creación de una
nueva imagen[8].
De acuerdo con Vasco (2006) el pensamiento espacial denido como el conjunto
de procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y manipulan las rep-
resentaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus
transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones materiales, con-
templa las actuaciones del sujeto en todas sus dimensiones y relaciones espaciales
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para interactuar de diversas maneras con los objetos situados en el espacio, de-
sarrollar variadas representaciones y, a través de la coordinación entre ellas, hacer
acercamientos conceptuales que favorezcan las creación y manipulación de nuevas
representaciones mentales[10].
En documentos publicados por el Ministerio de Educación se plantea el pensamien-
to espacial como la parte del pensamiento vinculada a las experiencias con los ob-
jetos físicos, sus representaciones grácas y simbólicas cuando se hace referencia
a su localización, a sus cambios de posición, a sus formas y a las modicaciones
de estas.
El pensamiento espacial, entendido como . . . el conjunto de los procesos cogni-
tivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones men-
tales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y
sus diversas traducciones o representaciones materiales[9] contempla las actua-
ciones del sujeto en todas sus dimensiones y relaciones espaciales para interactuar
de diversas maneras con los objetos situados en el espacio, desarrolla variadas
representaciones y, a través de la coordinación entre ellas, hace acercamientos
conceptuales que favorecen la creación y manipulación de nuevas representaciones
mentales. Esto requiere del estudio de conceptos y propiedades de los objetos en el
espacio físico y de los conceptos y propiedades del espacio geométrico en relación
con los movimientos del propio cuerpo y las coordinaciones entre ellos y con los
distintos órganos de los sentidos .
4.3. CABRI Y LA GEOMETRÍA DINÁMICA
De acuerdo con Godino[11], un aspecto muy importante, pero a la vez prob-
lemático en la enseñanza de las matemáticas, tiene que ver con el uso de recursos
o material didáctico que permita contextualizar las abstracciones matemáticas y
por ende facilitar el aprendizaje. En particular, el desarrollo del pensamiento ge-
ométrico, que atraviesa por diferentes etapas que van desde las ideas intuitivas
hasta los aspectos formales, requiere del uso de herramientas que permitan imple-
mentar actividades exploratorias que posibiliten en una primera instancia, percibir
y manipular objetos ostensivos1, como representación de los objetos geométricos,
1Este término se asume desde la teoría de las funciones semióticas de Godino (1998), que hace referencia a una
de las facetas duales ostensivo/ no ostensivo del conocimiento matemático. Se entiende como objeto ostensivo, a
una palabra escrita, un gráco,un simbolo, etc., y no ostensivo a un concepto, una preposición, etc.
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que gradualmente conduzcan a su abstracción. Es en este punto, en donde con-
viene hacer relevante el uso de las nuevas tecnologías, en especial el software de
Geometría Cabri 3D, el cual asigna un carácter dinámico y manipulablea los
objetos geométricos, permite formular, discutir, comprobar y demostrar conje-
turas, lo que se encuentra en correspondencia con las propuestas metodológicas
recientes para la enseñanza de la Geometría, que propenden por el trabajo desde
una perspectiva activa, ligada al movimiento, las acciones y las transformaciones
en contraposición con la Geometría estática que presenta de manera formal los
conceptos. Laborde y Capponi (1994), consideran que el Cabri 3D posibilita el
aprendizaje de relaciones visuales y geométricas por tres razones: los fenómenos
visuales tienen gran importancia en la dimensión dinámica del Cabri 3D, esos fenó-
menos son controlados por la teoría, pues son el resultado de una modelización
gráca de un modelo analítico de propiedades geométricas, y las posibilidades sin
límites de situaciones geométricas pueden ser visualizadas con un gran número de
objetos de forma precisa.
Si bien se entiende que se desea acceder a la formalización, se requiere para ello un
proceso gradual en el que, de acuerdo con Godino[14], las connotaciones tangibles
y visuales que se asignan a los objetos matemáticos, en las primeras etapas, se
desprendan progresivamente a medida que se alcanzan los niveles superiores de
enseñanza.
Por otra parte conviene mencionar, que, si bien el material facilita el aprendizaje,
éste debe ser considerado como un medio para la enseñanza, y no como un n, es
decir, que el objetivo primordial consiste en desarrollar razonamiento geométrico
con ayuda de la herramienta, y en ningún momento considerar la enseñanza del
software Cabri 3D, como un contenido en sí mismo. Se suelen presentar algunos
malentendidos, cuando se implementan recursos especícos en el aula, que hacen
pensar que el n último es la enseñanza de la herramienta, lo que resulta equívoco
y desvía la función que cumple el material. Por ello resulta fundamental la orga-
nización de los problemas o tareas que se presentan a los alumnos, que pongan en
juego conceptos, procedimientos y actitudes, las que a su vez deben hacer parte de
una secuencia didáctica que contemple diferentes etapas y que pongan en juego las
distintas prácticas actuativas y discursivas2 de las que emergen los conocimientos
2De acuerdo con Godino (1998), en el conocimiento matemático participan diferentes entidades que conforman
el signicado del objeto matemático. Los conceptos, propiedades y argumentos que obedecen a las prácticas
discursivas, las situaciones y las acciones que atienden a las prácticas operatorias o actuativas.
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matemáticos.
4.4. ELMODELOVANHIELEY LOSNIVELES DERA-
ZONAMIENTO
Comprender la complejidad del razonamiento en geometría, no es un asunto triv-
ial. El intentar dar una denición sobre el signicado mismo de lo que es razonar,
puede no estar exento de dicultades, pues intervienen múltiples elementos, que
resultan un tanto complicado sintetizar.
De acuerdo con (NCTM, 1991), el razonamiento está asociado a la adquisición
del signicado de conceptos y procedimientos matemáticos que se desarrollan a
través de espacios donde la explicación, la justicación y la conjetura son las
herramientas que posibilitan su desarrollo. Ello implica, de acuerdo con Samper,
Camargo y Leguizamón[6], establecer relaciones entre conceptos geométricos o
información geométrica conocida, argumentar con razones fundadas acerca de una
propiedad, relación o situación geométrica, comprender los distintos elementos que
conforman una teoría geométrica, dar signicado a los conceptos y procedimientos
geométricos y comunicar en forma convincente los resultados de indagaciones en
geometría.
La teoría propuesta por los esposos Van Hiele3 resulta de gran utilidad para com-
prender la evolución del razonamiento geométrico, pues permite considerar la con-
strucción de los conceptos y el establecimiento de relaciones de manera gradual, a
través de actividades que involucran la resolución de problemas, el investigar y el
demostrar, lo que se encuentra en estrecha relación con lo expuesto anteriormente.
A continuación se presenta una caracterización de los primeros tres niveles del
modelo de Van Hiele, atendiendo a que el alcance de esta experiencia obedece a
estos niveles y que si bien la propuesta contempla cinco niveles, el quinto, por lo
general, no se alcanza en el contexto de la matemática escolar y sobre el cuarto
nivel se prepara un trabajo posterior.
Nivel 1: Visualización o reconocimiento
En este nivel se perciben las guras como un todo, sin identicar relaciones entre
las formas o sus partes. El concepto aparece ligado a su imagen gural y a las
3El modelo tiene su origen en 1957, en las disertaciones doctorales de Dina van Hiele-Geldof y Pierre van Hiele
en la Universidad de Utirecht, Holanda. El libro original donde se desarrolla la teoría es Structure and Insight :
A theory of mathematics education.
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características perceptuales globales.
Nivel 2: Análisis o descripción
En este nivel se establecen propiedades de las formas de los objetos geométricos
a través de la observación, medición dibujo y elaboración de modelos, etc. Se
razona sobre las propiedades que se usan para clasicar guras. Sin embargo la
imagen conceptual sigue ligada a la imagen física, aunque se atienda más a los
componentes de la gura que a la percepción global de ésta.
Nivel 3: Ordenamiento y clasicación
En este nivel se razona sobre las propiedades de las guras, lo que permite clasi-
car guras jerárquicamente dando argumentos informales para justicar dicha
clasicación. Se establecen propiedades de guras que conforman una clase y se
hacen ordenaciones lógicas entre clases de guras.
Con el n de hacer más explícito, el contenido del modelo de Van Hiele, se incluye
el siguiente cuadro (gura 1)que presenta las características de los diferentes nive-
les de razonamiento en relación con las habilidades de pensamiento que, según
Ho¤er[13] se desarrollan en geometría y que también se tuvieron en cuenta para
la construcción de los talleres.
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Nivel
Habilidad
Reconocimiento Análisis Ordenamiento
Visual Reconocer
diferentes figuras
en un dibujo.
Reconocer
información
contenida en una
figura
Notar las
propiedades de una
figura. Identificar
una figura como
parte de otra
mayor.
Reconocer
interrelaciones
entre diferentes
tipos de figuras.
Reconocer
propiedades
comunes en
diferentes tipos de
figuras
Verbal Asociar el nombre
correctamente con
una figura dada.
Interpretar frases
que describen
figuras.
Describir
adecuadamente
varias propiedades
de una figura.
Definir palabras
adecuada y concisa
mente. Formular
frases que
muestren
relaciones entre
figuras.
Dibujo Hacer dibujos de
figuras, nombrando
adecuadamente las
partes.
Traducir
información verbal
dada en un dibujo.
Utilizar las
propiedades dadas
de una figura para
dibujarla o
construirla.
Dadas ciertas
figuras, ser capaz
de construir otras
relacionadas con
las primeras.
Lógica Darse cuenta de
que hay diferencias
y similitudes entre
figuras.
Comprender la
conservación de las
figuras en distintas
posiciones
Comprender que
las figuras pueden
clasificarse en
diferentes tipos.
Notar que las
propiedades sirven
para distinguir
figuras.
Comprender las
cualidades de una
buena  definición.
Usar las
propiedades para
determinar si una
clase de figuras
está contenida en
otra.
Aplicada Identificar formas
geométricas en
objetos físicos
Reconocer
propiedades
geométricas de
objetos físicos.
Representar
Comprender el
concepto de un
modelo matemático
que representa
relaciones entre
Figura 1 : Tabla de Ho¤er
4.5. MARCO METODOLÓGICO
Como se mencionó anteriormente y de acuerdo con Godino, en la construcción del
conocimiento matemático participa una serie de prácticas actuativas y discursivas,
de las que emerge el objeto matemático. Ello implica la organización de situaciones
o tareas de acuerdo con una secuencia didáctica, que contemple diferentes etapas
y propicie la construcción gradual de procesos de razonamiento geométrico. Por
ello resulta pertinente, considerar de nuevo el modelo Van Hiele y sus fases del
aprendizaje, entendidas, por estos autores, como etapas en la graduación y or-
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ganización de las actividades que debe realizar un estudiante para adquirir las
experiencias que le llevan al nivel superior de razonamiento. El profesor debe dis-
eñar actividades que permitan a los estudiantes adquirir de manera comprensiva
los conocimientos básicos necesarios, (nuevos conceptos, propiedades, vocabulario,
etc.) con los cuales van a trabajar, aprender a utilizarlos y combinarlos. A contin-
uación se describen a grandes rasgos, las características esenciales de cada fase:
Información, Orientación dirigida, Explicitación, Orientación libre e Integración,
que además fueron tenidas en cuenta para la elaboración de la propuesta.
Fase 1 Información: Sobre el campo que van a trabajar, el profesor debe dar
a conocer a los estudiantes el tipo de problemas que van a plantear, materiales a
utilizar, objetivos a alcanzarla metodología a seguir. Los estudiantes exploran y
manipulan los materiales y adquieren los conocimientos básicos para empezar el
trabajo matemático. En esta fase el profesor debe indagar sobre los conocimientos
previos de los estudiantes sobre el tema que se va abordar, debe identicar el grado
de profundidad de dichos conocimientos y sobre todo el nivel de razonamiento que
tienen los estudiantes en el nuevo tema.
Fase 2 Orientación Dirigida: Los estudiantes empiezan a explorar, a descubrir,
a comprender y a aprender sobre los conceptos, propiedades y guras en el tema
que están estudiando; los Van Hiele aseguran que en esta fase, si las actividades
son debidamente escogidas, se forma la base adecuada del pensamiento del nivel
superior de razonamiento. Las actividades deben ir diseñadas y orientadas a que el
estudiante conciba los conceptos y la estructura característica de forma progresiva.
Fase 3 Explicitación: En esta fase los estudiantes intercambian sus experien-
cias en grupos, comentan las regularidades que han observado, explican cómo han
resuelto la actividad, viéndose obligados a analizar, a organizar y a expresar con
cuidado sus ideas y a tener en cuenta las de sus compañeros, para poder justi-
car su opinión ante el grupo, lo que propicia que el estudiante establezca una
nueva red de relaciones. Además los estudiantes aprenden un nuevo vocabulario,
el maestro debe permitir en principio que los estudiantes denominen con nombres
o propiedades que ellos quieran, hasta que hayan adquirido el dominio suciente
de los mismos, para hacer el paso al vocabulario usual en matemáticas. En esta
fase se hace una revisión de lo aprendido, de puesta en común de conclusiones,
prácticas y formas de expresión.
Fase 4 Orientación libre; En esta fase se lleva a cabo la solución de problemas
4.6. POBLACIÓN Y NIVEL EDUCATIVO DE LOS ALUMNOS 45
que exijan al estudiante utilizar y combinar los conceptos aprendidos en las ante-
riores fases, (el maestro debe elegir muy bien estos problemas que no sean simples
ejercicios de aplicación como es común encontrar en los textos escolares) deben
presentar situaciones nuevas, ser abiertos, con varios caminos de resolución; este
tipo de actividad es la que permite que el estudiante establezca relaciones más
complejas y más importantes.
Fase 5 Integración: En esta fase el estudiante debe relacionar los conceptos
adquiridos con otros aprendidos anteriormente; se trata de condensar en un todo
lo que ha explorado su pensamiento. El profesor puede orientar este trabajo pro-
porcionando al estudiante comprensiones globales sin aportar conceptos nuevos,
solamente debe ser acumulación, comparación y combinación de hechos que él ya
conoce. Al terminar esta fase, el estudiante ha establecido una nueva red de rela-
ciones mentales, más amplia que la que poseía, lo que le permite un nuevo nivel
de razonamiento.
4.6. POBLACIÓNYNIVEL EDUCATIVODE LOSALUM-
NOS
La propuesta ha sido pensada para el nivel de Educación Básica ciclo III, com-
puesto por estudiantes cuyas edades oscilan entre 10 y 14 años de la IED Juan
Evangelista Gómez Jornada Mañana.
Los conocimientos con los que cuentan los estudiantes, corresponden a los concep-
tos abordados en el ciclo I y II, que tienen que ver con reconocimiento de guras
(polígonos y sólidos), asignación del nombre correspondiente, hacer dibujos de
guras, identicación de guras en objetos físicos, nociones de perímetro, ángulo,
uso de algunos instrumentos graduados y construcción física de algunos sólidos
dado el modelo.
4.7. TEMÁTICA DE LA PROPUESTA
La temática a abordar en la propuesta es la conceptualización de Poliedros,
poliedros regulares, clasicación de poliedros (prismas, pirámides), Teorema de
Euler y desarrollos planos de poliedros.
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4.8. OBJETIVOS
4.8.1. General
Favorecer el desarrollo de procesos de razonamiento (inductivo, deductivo, conje-
tural) como vehículo para la comprensión, análisis y argumentación.
4.8.2. Especícos didácticos
 Propiciar el avance en el desarrollo del razonamiento geométrico, del nivel
de reconocimiento al nivel de clasicación u ordenamiento, de acuerdo con la
propuesta de los Van Hiele.
 Implementar las fases del aprendizaje propuestas por Van Hiele, como mar-
co metodológico en el aula, con el n de generar la construcción gradual de los
conceptos y el desarrollo de habilidades de pensamiento geométrico.
 Generar ambientes propicios de aprendizaje, que inciten y motiven a los
estudiantes hacia la exploración del conocimiento, que además respondan con las
necesidades e intereses de la sociedad actual, utilizando herramientas tecnológicas.
4.8.3. Especícos conceptuales
 Construir y diseñar poliedros en distintas posiciones y tamaños.
 Comparar y clasicar objetos tridimensionales de acuerdo con componentes
(caras, lados y vértices) y propiedades.
 Construir y descomponer poliedros a partir de condiciones dadas.
 Construir objetos tridimensionales a partir del plegamiento de polígonos y
realizar el proceso inverso.
 Representar objetos tridimensionales desde diferentes posiciones.
4.9. CONOCIMIENTOS PREVIOS
Para el desarrollo de la propuesta es necesario que los estudiantes tengan claros
conceptos tales como: paralelismo, perpendicularidad, ángulos, y polígonos
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Manejo de transportador, algunas construcciones con regla y compás (triángulos
equiláteros) y conocimiento de herramientas básicas del software Cabri 3D.
4.11. TALLERES
Para el diseño de los talleres se tienen en cuenta; los tres primeros niveles de
razonamiento propuestos por los profesores Van Hiele, la tabla de habilidades
básicas para el aprendizaje de la geometría de Ho¤er y las fases de aprendizaje
propuestas también por los Van Hiele. Las actividades planteadas en los talleres
combinarán la manipulación de material concreto y el manejo del software Cabri
3D. Los distintos talleres se han condensado en un documento a manera de cartilla,
el cual se anexa en un archivo. Cabe anotar que el diseño de cada uno de los talleres
en la cartilla, a su vez tiene una estructura prejada a la que se ajustan las fases:
Objetivo, Actividad inicial, Conceptualicemos, Para tener en cuenta, Diviértete y
Algo más.
Objetivo
Finalidad del taller
Sección de ejercicios
Estos tienen la intención de introducir a los estudiantes en la construcción de
conceptos, armazones de poliedros, vericación de propiedades, mediante las her-
ramientas de Cabri 3D.
Conceptualicemos
En esta sección se ofrece una denición de algún concepto geométrico que se quiera
formalizar.
Para tener en cuenta
Aquí se enfatiza sobre algún concepto geométrico o alguna herramienta de Cabri
3D y luego se propone un ejercicio que acentúe en esto.
Diviértete
Es un ejercicio de aplicación de todo lo visto, pero presentado en forma más
lúdica.
Algo más
Es un ejercicio en donde se profundiza lo visto.
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4.12. DESCRIPCIÓNE INTENCIÓNDEALGUNASDE
LAS ACTIVIDADES DE LA PROPUESTA CAR-
TILLA POLIEDROS
A continuación se presentan algunas de las actividades que contienen la propuesta
y la ubicación dentro de los tres niveles de razonamiento del modelo Van Hiele
Nivel 1: Razonamiento tipo reconocimiento o visualización
En este tipo de razonamiento el concepto adquirido corresponde a la imagen
gural, concebida como la imagen física que ilustra el concepto, se razona sobre
las formas geométricas basándose en su apariencia.
Algunos indicadores de este tipo de razonamiento se darán a continuación mostran-
do el ejercicio que apunta en esta dirección[6].
Indicador: Identicación de sólidos en objetos físicos.
Indicador: Descripción de los sólidos por su aspecto físico, clasicándolos por se-
mejanzas o diferencias físicas globales entre ellos. En este caso por la supercie
plana o curva.
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Indicador: Percepción global de los poliedros (sólidos platónicos), sin reconocer
explícitamente las partes que componen o las propiedades que los caracterizan.
Nivel 2: Razonamiento tipo análisis o descripción
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Este razonamiento se caracteriza porque se razona sobre los conceptos mediante
el análisis informal de partes constitutivas y de atributos del objeto. El razon-
amiento es de tipo experimental. Se establecen propiedades de las formas de los
objetos geométricos a través de la observación, dibujo y elaboración de modelos.La
imagen gural sigue ligada a la imagen física. Sin embargo, aquella adquiere un
carácter más dinámico, porque atiende más a los componentes de la gura que a
una concepción global de la misma[6].
Algunos indicadores de este tipo de razonamiento son:
Indicador: Reconocimiento de los poliedros como conformados por partes o ele-
mentos y dotados de propiedades.
Indicador: Deducción de propiedades a partir de la experimentación y general-
ización a todos los poliedros. (Relación de Euler).
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Indicador: Deducción de nuevas propiedades a partir de la experimentación y posi-
ble generalización a todos los poliedros llamados prismas.
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Nivel 3: Razonamiento tipo clasicación
Los objetos sobre los cuales se razona son las relaciones entre propiedades de
aquellas guras que conforman una clase, pues se acepta que la gura es solo un
representante de esta. La conceptualización del objeto se centra en la enunciación
de las propiedades necesarias y sucientes, aun cuando hay limitaciones en las
imágenes conceptuales.[6]
Algunos indicadores de este tipo de razonamiento son:
Indicador: Uso de argumentos informales para justicar la clasicación de poliedros.El
razonamiento no se basa en teoremas conocidos, sino en experiencias previas a
través de la manipulación directa de objetos.
Este ejercicio pretende además que el estudiante descubra las características es-
enciales de un pirámide, a través del análisis de ejemplos y contraejemplos, para
que pueda construir una denición, que será el producto de la formulación de
conjeturas y su vericación con el entorno Cabri 3D y de las discusiones dadas
entre el grupo de compañeros y el maestro.
Indicador: Habilidad para clasicar los formas de acuerdo con una serie de atrib-
utos matemáticos precisos, es decir habilidad para clasicar los sólidos platónicos
de acuerdo con la forma y tamaño de sus caras y las caras que concurren en cada
vértice.
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Finalmente todas las actividades de la propuesta se diseñaron teniendo en cuenta ;
El pensamiento espacial maneja el espacio como percepción o como representación
mental. El espacio como percepción es el conocimiento de los objetos a partir del
contacto directo con ellos y el espacio como representación mental es el arte de
imaginar objetos cuando estos están o no presentes o de crearlos cuando nunca se
han visto.
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Capítulo 5
ANEXO A: CARTILLA DE
LOS POLIEDROS A LOS
POLIGONOS
Documento independiente del presente. Cartilla poliedros.pdf
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